Метод декомпозиции в задачах минимаксной коррекции несовместных систем уравнений с матрицами блочной структуры by Горелик, В.А. & Ле, Н.З.
ÓÄÊ 519.61
ÌÅÒÎÄ ÄÅÊÎÌÏÎÇÈÖÈÈ Â ÇÀÄÀ×ÀÕ ÌÈÍÈÌÀÊÑÍÎÉ
ÊÎÐÐÅÊÖÈÈ ÍÅÑÎÂÌÅÑÒÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
Ñ ÌÀÒÐÈÖÀÌÈ ÁËÎ×ÍÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ
Ãîðåëèê Â.À.∗, Ëå Í.Ç.∗∗
∗Âû÷èñëèòåëüíûé öåíòð èì. À.À. Äîðîäíèöûíà ÐÀÍ, ã. Ìîñêâà
∗∗Ìîñêîâñêèé ïåäàãîãè÷åñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Ìîñêâà
Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 01.11.2011, ïîñëå ïåðåðàáîòêè 11.11.2011.
Ðàññìàòðèâàþòñß çàäà÷è ìèíèìàëüíîé êîððåêöèè (àïïðîêñèìàöèè)
íåñîâìåñòíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ìàòðèöàìè
áëî÷íîé ñòðóêòóðû ïî ìèíèìàêñíîìó êðèòåðèþ êàê â ñëó÷àå âàðèàöèè
ïàðàìåòðîâ òîëüêî ëåâîé ÷àñòè ñèñòåìû, òàê è îáåèõ ÷àñòåé ñèñòåìû
óðàâíåíèé. Ïðåäëàãàåòñß ïîäõîä äåêîìïîçèöèè äëß ðåøåíèß ðàññìàò-
ðèâàåìûõ çàäà÷.
Problems of the minimal correction (approximation) of inconsistent systems
of the linear algebraic equations with matrixes of block structure by
minimax criterion as in case of a variation of parameters only the left part
of system, and both parts of system of the equations are considered. The
approach of decomposition for the decision of considered problems is oﬀered.
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Ââåäåíèå
Èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷è íà÷èíàåòñß ñ âîïðîñà ñóùåñòâîâàíèß ðå-
øåíèß. Ýòîò âîïðîñ âåñüìà àêòóàëåí è íåòðèâèàëåí, íàïðèìåð, â çàäà÷àõ ðåøåíèß
ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) è íåðàâåíñòâ, â çàäà÷àõ ìà-
òåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèß, â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèß, â èãðîâûõ
è ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷àõ, â çàäà÷àõ àïïðîêñèìàöèè è â äðóãèõ.
Çàäà÷è, íå èìåþùèå ðåøåíèß, áóäåì íàçûâàòü ïðîòèâîðå÷èâûìè èëè íåñîá-
ñòâåííûìè çàäà÷àìè. Òàêèå çàäà÷è ìîãóò âîçíèêàòü ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëè-
ðîâàíèè ñëîæíûõ òåõíèêî-ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì ñî ìíîãèìè ïîêàçàòåëßìè ïðè
óñëîâèßõ, êîãäà èìåþùàßñß èíôîðìàöèß î ñèñòåìå íåòî÷íà, íå õâàòàåò ðåñóðñîâ,
ïðîèçâîäñòâåííûõ ìîùíîñòåé. Êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà, ïîãðåøíîñòè â ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ äàííûõ, îøèáêè îêðóãëåíèß, à òàêæå ïðîòèâîðå÷èâîñòü è íå÷åòêîñòü
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èíôîðìàöèè ìîãóò ïðèâîäèòü ê ïðîòèâîðå÷èâûì (íåñîáñòâåííûì) ìîäåëßì (íà-
ïðèìåð, ïðè îáðàáîòêå ðåçóëüòàòîâ ôèçè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà). Â ñâßçè ñ ýòèì
âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü ðàçâèòèß òåîðèè òàêèõ ìîäåëåé. Èçó÷åíèå ìåòîäîâ êîð-
ðåêöèè (àïïðîêñèìàöèè) íåñîáñòâåííûõ ìîäåëåé, àëãîðèòìè÷åñêîãî è ïðîãðàìì-
íîãî îáåñïå÷åíèß ßâëßåòñß îòíîñèòåëüíî íîâûì íàïðàâëåíèåì ðàçâèòèß òåîðåòè-
÷åñêîé èíôîðìàòèêè. Ñèñòåìàòè÷åñêèå èññëåäîâàíèß â äàííîé îáëàñòè áûëè íà-
÷àòû â 80-õ ãîäàõ È.È. Åðåìèíûì è åãî ó÷åíèêàìè ([6], [7], [1]). Îñíîâíàß çàäà-
÷à çàêëþ÷àëàñü â îïòèìàëüíîé êîððåêöèè íåñîáñòâåííûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèß (ÇËÏ) è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèß, ñòðîèòñß è èññëåäóåòñß
òåîðèß äâîéñòâåííîñòè, ïðåäëàãàþòñß ðàçëè÷íûå ïîñòàíîâêè è ìåòîäû ðåøåíèß
çàäà÷ ïîëíîé èëè ÷àñòè÷íîé (ïðàâàß ÷àñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé èëè íåðàâåíñòâ)
ïàðàìåòðè÷åñêîé êîððåêöèè. Â êîíöå 90-õ ãîäîâ èññëåäîâàíèß â îáëàñòè êîððåê-
öèè íåñîáñòâåííûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ è
íåñîáñòâåííûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèß ñòàëè ðàçâèâàòüñß â ÂÖ èì.
À.À. Äîðîäíèöûíà ÐÀÍ è ÌÏÃÓ ([2][5]). Â ïåðå÷èñëåííûõ ðàáîòàõ ðàññìàòðè-
âàåòñß, â ÷àñòíîñòè, êîððåêöèß íåñîâìåñòíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ñ óñëîâèåì íåîòðèöàòåëüíîñòè ðåøåíèß, ÷òî ïîçâîëßåò ïðèìåíèòü ìå-
òîäû êîððåêöèè ê ñèñòåìàì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ è ê çàäà÷àì ìàòðè÷íîé êîððåê-
öèè íåñîáñòâåííûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèß. Íàó÷íûå èññëåäîâàíèß â
îáëàñòè êîððåêöèè äàííûõ ÑËÀÓ è íåñîáñòâåííûõ ÇËÏ âåëèñü è çàðóáåæíûìè
èññëåäîâàòåëßìè. Â ðàáîòàõ Äæ.Á. Ðîçåíà [12], Ñ. Âàí Õàôôåëü [13] áûëà ïîñòàâ-
ëåíà è ðåøåíà çàäà÷à ñòðóêòóðîé êîððåêöèè ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû è ïðåäëî-
æåí ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷ ñòðóêòóðîé êîððåêöèè. Â áîëüøèíñòâå èññëåäîâàíèé
èñõîäíàß çàäà÷à ìàòðè÷íîé êîððåêöèè äàííûõ ñâîäèòñß ê íåêîòîðîé çàäà÷å ìà-
òåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèß. Â ðàáîòàõ Â.À. Ãîðåëèêà, Â.È. Åðîõèíà, Ð.Â.
Ïå÷åíêèíà, È.À. Çîëòîåâîé áûëè ïðåäëîæåíû ïîäõîäû ê ðàçðàáîòêå ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ ìàòðè÷íîé êîððåêöèè äàííûõ äëß çàäà÷
ñ ðàçðåæåííîé è ëþáîé çàäàííîé ñòðóêòóðîé ([3], [4]).
Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñß çàäà÷è êîððåêöèè ÑËÀÓ ñ ìàòðèöàìè áëî÷-
íîé ñòðóêòóðû ïî ìèíèìàêñíîìó êðèòåðèþ è ïðåäëàãàåòñß èñïîëüçîâàòü ïîäõîä
äåêîìïîçèöèè äëß ðåøåíèß ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷.
Â ðàáîòàõ [2, 3] áûë ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèß ïîäîáíûõ çàäà÷, îäíàêî â äàííîé
ðàáîòå èñïîëüçîâàí ïðèíöèïèàëüíî íîâûé ïîäõîä (î ÷åì áóäåò ñêàçàíî äàëåå).
Â êà÷åñòâå êðèòåðèß âåëè÷èíû èçìåíåíèß ïàðàìåòðîâ áóäåì ðàññìàòðèâàòü
âåêòîðíûå íîðìû:
‖x‖1 =
n∑
i=1
|xi|, ‖x‖∞ = max
1≤i≤n
|xi|.
1. Ïîñòàíîâêè çàäà÷ áëî÷íîé êîððåêöèè
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìàòðè÷íîé êîððåêöèè íåñîâìåñòíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ óñëîâèåì íåîòðèöàòåëüíîñòè ðåøåíèß
Ax = b, x > 0, (1)
ãäå A ∈ RM×N  ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ, îáëàäàþùàß ñëåäóþùåé áëî÷íîé ñòðóê-
òóðîé:
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A =

A0
A1 0 . . . 0
0 A2
. . . ...
... . . . . . . 0
0 . . . 0 AK
 ,
A0 ∈ Rm0×N , Ak ∈ Rmk×nk , k = 1, . . . ,K,
K∑
k=0
mk =M ,
K∑
j=1
nj = N ,
x = (x1, . . . , xK)T ∈ RN , b = (b0, b1, . . . , bK)T ∈ RM ,
xk ∈ Rnk , k = 1, 2, . . . ,K, bk ∈ Rmk , k = 0, 1, . . . ,K.
Ââåäåì â çàäà÷ó äîïîëíèòåëüíîå òðåáîâàíèå ñîâìåñòíîñòè ïîäñèñòåìû
A0x = b0, x > 0 (2)
è íåèçìåíèìîñòè ìàòðèöû A0, ò.å. ïåðâûåm0 ñòðîê ìàòðèöû A äîëæíû îñòàâàòüñß
ôèêñèðîâàííûìè (ýòà ÷àñòü îãðàíè÷åíèé, íàêëàäûâàåìûõ íà âåêòîð x, äîëæíà
âûïîëíßòüñß ñòðîãî).
Îïðåäåëèì ìàòðèöû Hk ∈ Rmk×nk è âåêòîðû hk ∈ Rmk , òàêèå, ÷òî ñèñòåìû
A0
A1 +H1 0 . . . 0
0 A2 +H2
. . . ...
... . . . . . . 0
0 . . . 0 AK +HK
 ·
x1...
xK
 =

b0
b1
...
bK
 , (3)

A0
A1 +H1 0 . . . 0
0 A2 +H2
. . . ...
... . . . . . . 0
0 . . . 0 AK +HK
 ·
x1...
xK
 =

b0
b1 + h1
...
bK + hK
 , (4)
ñîâìåñòíû (òî÷íåå èìåþò íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå) è ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå çà-
äà÷è:
Çàäà÷à 1.1.
max
k=1,...,K
∑
i,j
|hkij | → min,
ïðè óñëîâèè (3), ãäå hkij  ýëåìåíò ìàòðèöû êîððåêöèè Hk.
Çàäà÷à 1.2.
max
k=1,...,K
∑
i,j
|hkij | → min,
ïðè óñëîâèè (4), ãäå hkij  ýëåìåíò ðàñøèðåííîé ìàòðèöû êîððåêöèè [Hk − hk].
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Êâàäðàòíûìè ñêîáêàìè [Hk − hk] îáîçíà÷åíû ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè mk ×
(nk + 1), ïîëó÷àåìûå ïðèïèñûâàíèåì ñïðàâà ê ìàòðèöå Hk ∈ Rmk×nk âåêòîð-
ñòîëáöà hk ∈ Rmk (ñî çíàêîì ìèíóñ). Ìàòðèöû Hk íàçûâàþòñß ìàòðèöàìè êîð-
ðåêöèè, à hk  âåêòîðàìè êîððåêöèè. Ìàòðèöû H∗k è âåêòîðû h∗k, ßâëßþùèåñß
ðåøåíèßìè çàäà÷ 1.1, 1.2, áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíûìè ìàòðèöàìè è âåêòîðàìè
êîððåêöèè.
Ñòðóêòóðà êîððåêòèðóåìûõ ìàòðèö ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Èìååòñß ñèñòåìà, ñîñòîßùàß èç K ïîäñèñòåì (íàïðèìåð, êîðïîðàöèß èç
K ïðåäïðèßòèé). Ñèñòåìà â öåëîì äîëæíà óäîâëåòâîðßòü íåêîòîðûì óñëîâèßì
êîîðäèíàöèè ôóíêöèîíèðîâàíèß ïîäñèñòåì. Ýòè óñëîâèß, ñâßçûâàþùèå âñå ïåðå-
ìåííûå, çàïèñûâàþòñß â âèäå (2) è ßâëßþòñß æåñòêèìè. Êîýôôèöèåíòû ïîäñèñòåì
ìîãóò êîððåêòèðîâàòüñß.
Çàìåòèì, ÷òî b 6= 0, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èñõîäíàß ñèñòåìà (1) èìååò,
ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî ðåøåíèå  íóëåâîå, ò.å. èñõîäíàß ñèñòåìà (1) íå ßâëßåòñß
íåñîâìåñòíîé.
2. Ñâåäåíèå çàäà÷ êîððåêöèè ê çàäà÷àì ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèß
Â äàííîì ðàçäåëå ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷è 1.1, 1.2 ýêâèâàëåíòíû íåêîòîðûì çàäà-
÷àì óñëîâíîé îïòèìèçàöèè. Ïðèâåäåì ñíà÷àëà ôóíäàìåíòàëüíûå îïðåäåëåíèß è
ñîîòíîøåíèß, íà êîòîðûõ áóäóò îñíîâàíû âûêëàäêè íàñòîßùåé ñòàòüè.
Îïðåäåëåíèå 2.1. [10] ϕ, ψ  íîðìîé äëß ìàòðèöû A ∈ Rm×n áóäåì íàçûâàòü
âåëè÷èíó:
‖A‖ϕ,ψ = max
x 6=0
ψ(Ax)
ϕ(x)
,
ãäå ϕ(·), ψ(·)  íåêîòîðûå âåêòîðíûå íîðìû.
Ôóíêöèþ ‖·‖ϕ,ψ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îïðåäåëåííîå ðàñøèðåíèå ïîíßòèß ïîä-
÷èíåííîé (èíäóöèðîâàííîé) ìàòðè÷íîé íîðìû, êîòîðàß çàäàåòñß íåêîòîðîé âåê-
òîðíîé íîðìîé ϕ(x) è îïðåäåëßåòñß äëß âåùåñòâåííîé êâàäðàòè÷íîé ìàòðèöû A
êàê
‖A‖ϕ,ϕ = max
x 6=0
ϕ(Ax)
ϕ(x)
.
Îïðåäåëåíèå 2.2. [10] Ãåëüäåðîâîé íîðìîé ñ ïîêàçàòåëåì p > 1 äëß ìàòðèöû
A ∈ Rm×n áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíó
‖A‖lp =
(
m∑
i=1
n∑
j=1
|aij |p
) 1
p
.
Ïðèìåð 2.1. [3] Ïóñòü ϕ(·) = ‖ · ‖∞, ψ(·) = ‖ · ‖1, rankA = 1. Òîãäà
‖A‖ϕ,ψ = ‖A‖∞,1 = ‖A‖l1 =
∑
i,j
|aij |.
Ïðèìåð 2.2. [3] Ïóñòü ϕ(·) = ‖ · ‖1, ψ(·) = ‖ · ‖∞. Òîãäà
‖A‖ϕ,ψ = ‖A‖1,∞ = ‖A‖l∞ = max
i,j
|aij |.
ÌÅÒÎÄ ÄÅÊÎÌÏÎÇÈÖÈÈ Â ÇÀÄÀ×ÀÕ ÌÈÍÈÌÀÊÑÍÎÉ... 87
Îïðåäåëåíèå 2.3. [3] Ôóíêöèß
ϕ∗(y) = max
x6=0
|yTx|
ϕ(x)
,
ãäå x, y ∈ Rn  íåêîòîðûå âåêòîðû, ϕ(·)  íåêîòîðàß âåêòîðíàß íîðìà, íàçûâàåòñß
âåêòîðíîé íîðìîé, äâîéñòâåííîé ê íîðìå ϕ(·) îòíîñèòåëüíî ñêàëßðíîãî ïðîèçâå-
äåíèß.
Îïðåäåëåíèå 2.4. [3] Âåêòîð y ∈ Rn, óäîâëåòâîðßþùèé óñëîâèþ
yTx = ϕ∗(y) · ϕ(x) = 1
äëß íåêîòîðîãî âåêòîðà x 6= 0, x ∈ Rn, íàçûâàåòñß äâîéñòâåííûì ê âåêòîðó x
îòíîñèòåëüíî íîðìû ϕ(·).
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ sign(α) êàê
sign(α) =

−1, åñëè α < 0;
0, åñëè α = 0;
1, åñëè α > 0.
Ëåììà 2.1. [3] Âåêòîð y ∈ Rn, äâîéñòâåííûé ê íåêîòîðîìó âåêòîðó x 6= 0, x ∈ Rn
îòíîñèòåëüíî íîðìû ‖ · ‖1 îïðåäåëßåòñß ôîðìóëîé
yi =
{
0, åñëè |xi| < ‖x‖∞,
sign(xi)
t‖x‖∞ , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
(5)
ãäå t  ÷èñëî êîìïîíåíò âåêòîðà x, äëß êîòîðûõ âûïîëíßåòñß óñëîâèå |xi| = ‖x‖∞.
Òåîðåìà 2.1. [3] Ïóñòü z ∈ Rn è u ∈ Rm  ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû, z 6= 0.
Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé Az = u îòíîñèòåëüíî A ðàçðåøèìà. Ïðè ýòîì ñóùåñòâó-
åò ðåøåíèå Â èç êëàññà îäíîðàíãîâûõ ìàòðèö ðàçìåðà m × n, ìèíèìàëüíîå ïî
íîðìå ‖ · ‖ϕ,ψ (ãäå ϕ(·), ψ(·)  ïðîèçâîëüíûå íîðìû), êîòîðîå äàåòñß ôîðìóëîé
Â = uyT ,
ãäå y ∈ Rn  âåêòîð, äâîéñòâåííûé ê âåêòîðó z îòíîñèòåëüíî íîðìû ϕ(·).
Ïðè ýòîì
‖Â‖ϕ,ψ = ψ(u)
ϕ(z)
.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó êîððåêöèè 1.1. Ñèñòåìó (3) ïðè ôèêñèðîâàííîì x ìîæíî ïå-
ðåïèñàòü êàê ñîâîêóïíîñòü K ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ íåèç-
âåñòíîé ìàòðèöåé Hk:
(Ak +Hk)xk = bk,
Hkxk = bk −Akxk. (6)
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Ïî òåîðåìå 2.1 ïðè ôèêñèðîâàííîì âåêòîðå xk ∈ Rnk ðåøåíèå óðàâíåíèß (6) îò-
íîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ìàòðèöû Hk, îáëàäàþùåå ìèíèìàëüíîé íîðìîé ‖H‖l1 =∑
i,j
|hij |, ñóùåñòâóåò ïðè ëþáîì xk 6= 0 è çàäàåòñß ôîðìóëîé
H∗k = (bk −Akxk)sTk , (7)
ãäå sk  âåêòîð, äâîéñòâåííûé ê âåêòîðó xk îòíîñèòåëüíî íîðìû ‖ · ‖1.
Â ñèëó x > 0, äëß âåëè÷èíû ‖H∗k‖∞,1 ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà
‖H∗k‖∞,1 =
‖bk −Akxk‖1
‖xk‖∞ =
mk∑
j=1
|bjk − (Akxk)j |
max
i=1,...,nk
|xik|
=
mk∑
j=1
|bjk − (Akxk)j |
max
i=1,...,nk
xik
, (8)
ãäå bjk, (Akxk)j , xik  êîìïîíåíòû âåêòîðîâ bk, Akxk, xk, k = 1, ...,K.
Ïóñòü rk = 1
max
i=1,...,nk
xik
, rk > 0. Ôîðìóëó (8) ïåðåïèøåì â âèäå
‖H∗k‖∞,1 =
mk∑
j=1
|bjkrk − (Akrkxk)j | =
mk∑
j=1
|bjkrk − (Akyk)j |,
ãäå yk = rkxk, yk > 0, max
i=1,...,nk
yik = 1.
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à 1.1 ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé çàäà÷å:
d = max
k=1,...,K
mk∑
j=1
|bjkrk − (Akyk)j | → min
rk,yk>0
yk≤1;max
j
yjk=1
, (9)
K∑
k=1
(rk)−1 ·A0kyk = b0,
ãäå A0 = [A01, ..., A0K ], A0k ∈ Rm0×nk , k = 1, ...,K.
Çàäà÷à (9) ñâîäèòñß ê çàäà÷å ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèß:
d→ min
d,rk,yk
(10)
ïðè îãðàíè÷åíèßõ
vk > bkrk −Akyk,
vk > −bkrk +Akyk,
K∑
k=1
(rk)−1 ·A0kyk = b0,
vk > 0, 0 ≤ yk ≤ 1, ylk = 1,
1Tmk · vk ≤ d,
l = 1, ..., nk, k = 1, ...,K.
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Çäåñü 1mk  âåêòîð-ñòîëáåö ðàçìåðíîñòè mk, ñîñòîßùèé èç åäèíèö.
Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíà ñëåäóþùàß òåîðåìà.
Òåîðåìà 2.2. Çàäà÷à êîððåêöèè 1.1 ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèß (10), à èìåííî, åñëè (d∗, rk∗ , y∗k)  ðåøåíèå çàäà÷è (10), òî x∗k =
y∗kupsloperk
∗ è ìàòðèöû êîððåêöèè H∗k âû÷èñëßþòñß ïî ôîðìóëå (7).
Âûïîëíèâ àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèß äëß çàäà÷è 1.2, ñèñòåìó (4) ïðåäñòàâèì
â âèäå ñîâîêóïíîñòè K ñèñòåì óðàâíåíèé
(Ak +Hk)xk = bk + hk,
[Hk − hk]zk = −A˜kzk, k = 1, ...,K, (11)
ãäå
A˜k = [Ak − bk] ∈ Rmk×(nk+1), zk =
[
xk
1
]
∈ Rnk+1+ .
Ïðè ôèêñèðîâàííîì âåêòîðå zk ðåøåíèå óðàâíåíèß (11) îòíîñèòåëüíî íåèç-
âåñòíîé ìàòðèöû [Hk − hk], îáëàäàþùåå ìèíèìàëüíîé íîðìû ‖[Hk − hk]‖l1 =∑
i,j
|hij |, ñóùåñòâóåò ïðè ëþáîì zk è çàäàåòñß ôîðìóëîé
[H∗k − h∗k] = −A˜kzkwTk , (12)
ãäå wk  âåêòîð, äâîéñòâåííûé ê âåêòîðó zk îòíîñèòåëüíî íîðìû ‖ · ‖1.
Äëß âåëè÷èíû ‖[H∗k − h∗k]‖∞,1 ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà
‖[H∗k − h∗k]‖∞,1 =
‖A˜kzk‖1
‖zk‖∞ =
mk∑
j=1
|(A˜kzk)j |
max
i
zik
, (13)
ãäå (A˜kzk)j , zik  êîìïîíåíòû âåêòîðîâ A˜kzk, zk, k = 1, ...,K.
Ïóñòü qk = 1
max
i=1,...,nk+1
zik
, qk > 0. Ôîðìóëó (13) ïåðåïèøåì â âèäå
‖[H∗k − h∗k]‖∞,1 =
mk∑
j=1
|(A˜kpk)j |,
ãäå pk = zkqk, pk > 0, max
i=1,...,nk+1
pik = 1.
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à 1.2 ðàâíîñèëüíà ñëåäóþùåé çàäà÷å:
u = max
k=1,...,K
mk∑
j=1
|(A˜kpk)j | → min
pk>0;max
i
pik=1
, (14)
K∑
k=1
(qk)−1 · A˜0kpk = b˜0,
ãäå A˜0k = [A0k 1m0 ] ∈ Rm0×(nk+1), 1m0 =
1...
1
 ∈ Rm0 , b˜0 = b0 +K · 1m0 ∈ Rm0 .
Çàäà÷à (14) ñâîäèòñß ê çàäà÷å ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèß:
u→ min
u,qk,pk
, (15)
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ïðè îãðàíè÷åíèßõ
σk > A˜kpk,
σk > −A˜kpk,
K∑
k=1
(qk)−1 · A˜0kpk = b˜0,
σk > 0, 0 ≤ pk ≤ 1, plk = 1,
1Tmk · σk ≤ u,
l = 1, ..., nk + 1, k = 1, ...,K.
Òåîðåìà 2.3. Çàäà÷à êîððåêöèè 1.2 ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèß (15), à èìåííî, åñëè (u∗, qk∗ , p∗k)  ðåøåíèå çàäà÷è (15), òî z∗k =
p∗kupslopeqk
∗ è ðàñøèðåííûå ìàòðèöû êîððåêöèè [H∗k − h∗k] âû÷èñëßþòñß ïî ôîðìóëå
(12).
Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíûå çàäà÷è 1.1, 1.2 ñâîäßòñß ê âñïîìîãàòåëüíûì çàäà÷àì
ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèß (10), (15) ñîîòâåòñòâåííî.
3. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà äåêîìïîçèöèè äëß ðåøåíèß çàäà÷ ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèß (10), (15)
Çàäà÷è (10) è (15) èìåþò îáùèé âèä, ïîýòîìó â íàñòîßùåì ðàçäåëå ðàññìîòðèì
ïîäõîä ê ðåøåíèþ (15), à äëß çàäà÷è (10)  àíàëîãè÷íî.
Ïðèìåíèì äåêîìïîçèöèþ íà îñíîâå ìåòîäà ðàñïðåäåëåíèß ðåñóðñîâ [9, 11] äëß
ðåøåíèß çàäà÷è (15). Êðàòêî ñõåìó ìåòîäà äåêîìïîçèöèè ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì. Ïðåäñòàâèì îãðàíè÷åíèå
K∑
k=1
(qk)−1 · A˜0kpk = b˜0 â âèäå íåðàâåíñòâà:
K∑
k=1
(qk)−1 · C0kpk ≤ c0,
ãäå
C0k =
[
A˜0k
−A˜0k
]
, c0 =
[
b˜0
−b˜0
]
.
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå K íîâûõ âåêòîðîâ tk, tk ∈ R2m0 , k = 1, ...,K.
C0kpk ≤ tkqk, k = 1, ...,K,
K∑
k=1
tk ≤ c0. (16)
Ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèßõ âåêòîðîâ tk, ïðîöåññ äåêîìïîçèöèè íà êàæäîì øà-
ãå ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ K ëîêàëüíûõ çàäà÷:
uk → min, (17)
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σk > A˜kpk,
σk > −A˜kpk,
C0kpk ≤ tkqk,
1Tmk · σk ≤ uk,
σk > 0, 0 ≤ pk ≤ 1, plk = 1,
l = 1, ..., nk + 1.
Çäåñü ââîäßòñß íîâûå ïåðåìåííûå uk ñîîòâåòñòâóþùèå tk.
Çàäà÷à (17) ïðè ôèêñèðîâàííîì l ßâëßåòñß çàäà÷åé ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèß,
ò.å. åå ðåøåíèå ñâîäèòñß ê íàõîæäåíèþ ìèíèìóìà èç ìèíèìóìîâ ÇËÏ ïðè l =
1, ..., nk + 1.
Èòåðàòèâíûé ìåòîä îñóùåñòâëßåò íà êàæäîì øàãå ïåðåðàñïðåäåëåíèå îáùåãî
ðåñóðñà c0. Ïðè ýòîì âñå îïòèìàëüíûå çíà÷åíèß èìåþò òåíäåíöèþ âûðàâíèâàòü-
ñß è ñòðåìèòüñß ê ìèíèìàëüíîìó çíà÷åíèþ çàäà÷è (15) â ïðîöåññå èòåðàöèé. Â
äàííîì ñëó÷àå çàäà÷à êîîðäèíàöèè ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííûì ïðàâèëàì ïåðå-
ðàñïðåäåëåíèß ðåñóðñîâ. Êðàòêî èòåðàòèâíûé ïðîöåññ ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì.
Íà÷àëüíàß èòåðàöèß (i = 1). Âûáèðàåòñß íà÷àëüíîå çíà÷åíèå tk[1], óäîâëåòâî-
ðßþùåå îãðàíè÷åíèþ (16). Íàõîäèòñß îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå (u∗k[1], p∗k[1], qk
∗
[1]) çà-
äà÷è ËÏ (17).
Èòåðàöèß íîìåðà i, i > 2. Îïðåäåëßåòñß íîâîå ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñîâ tk[i],
êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî ðåøåíèþ çàäà÷è âûáîðà íàïðàâëåíèß [9]. Íàõîäèì ðåøåíèå
(u∗k[i], p
∗
k[i], q
k∗ [i]) çàäà÷è (17).
Ïðîöåññ ïîâòîðßåòñß äî òåõ ïîð, ïîêà íå âûïîëíßåòñß íåðàâåíñòâî
max
k=1,...,K
uk[i]− min
k=1,...,K
uk[i] ≤ ²,
ãäå i  íîìåð èòåðàöèè, à ²  çàäàííàß òî÷íîñòü.
Ïîñëå òîãî êàê íàéäåí (u∗k, p∗k, qk
∗
)  ðåøåíèå çàäà÷è (15), íåîáõîäèìî âîñ-
ñòàíîâèòü âåêòîðû z∗k = p∗kupslopeqk
∗ , ïîñëå ÷åãî ðàñøèðåííûå ìàòðèöû êîððåêöèè
[H∗k − h∗k] âû÷èñëßþòñß ïî ôîðìóëå (12).
Çàêëþ÷åíèå
Â [2, 3] ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷ òèïà 1.1, 1.2 ñîñòîßë â ñëåäóþùåì: äëß ñîâ-
ìåñòíîé ñèñòåìû (2) ñòðîèëîñü îáùåå ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé x ñ
èñïîëüçîâàíèåì ïîíßòèß äâîéñòâåííîñòè, îíî ïîäñòàâëßëîñü â ïîäñèñòåìû è ìè-
íèìèçèðîâàëñß îáùèé êðèòåðèé (áóäåì íàçûâàòü òàêîé ïîäõîä ¾ñâåðõóñíèçó¿).
Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçîâàí ïîäõîä ¾ñíèçóââåðõ¿, ò.å. ìàòðèöû êîððåêöèè äëß
ïîäñèñòåì âûðàæàþòñß ÷åðåç xk è ìèíèìèçèðóåòñß ñóììàëüíûé êðèòåðèé ñ îáùèì
îãðàíè÷åíèåì (2).
Ïðè ¾ìàëîé¿ ðàçìåðíîñòè ïîäõîä èç ðàáîòû [2] ëó÷øå, ÷åì ðàññìîòðåííûé âû-
øå, òàê êàê òðóäîåìêîñòü âû÷èñëåíèé íåâåëèêà. Â ñëó÷àå ¾áîëüøîé¿ ðàçìåðíîñòè
ïîäõîä äåêîìïîçèöèè îñîáåííî ýôôåêòèâíåí, òàê êàê èñõîäíûå çàäà÷è ìîæíî äå-
êîìïîçèðîâàòü íà ïîäñèñòåìû, êîòîðûå èìåþò ìåíüøèå ðàçìåðíîñòè. Çàìåòèì,
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÷òî äàííûé ïîäõîä ìîæíî ïðèìåíèòü òàêæå ê êðèòåðèþ âèäà max
k
max
i,j
|hkij | (ñì.
[8]).
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